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Построене корней тригонометричеекихь уравнений, 


Эта замфтка посвящается вопросу, которымъ р%дко занимаются, 
но который въ надлежащей разработкЪ могь бы доставить превосходл- 
ный матер!алъ при изучени элементарной математики. НЪтъ сомнВнйя, 
что ум$лыми руками матералъ этотъ могъ бы быть предложенъ въ 
форм не менфе серьезной и не’ менфе увлекательной сравнительно съ 
той, какую даютъ теор!и геометрическихь построешй. Однако, пока 
отсутствуютъ такого рода предложен1я, до тВхъ поръ будутъ умЪстны 
и неполныя изыскан1я въ области построен1я геометрическихъ фигуръ, 
соотв$тетвующихъ даннымъ тригонометрическимъ уравнен!ямъ. Мы съ 
своей стороны предложимъ здесь рьшеня н%сколькихъ а 
уравнен!й этого рода, исполненныя помощью линейки и циркуля. © 


С И г ( о 
СЯ а: РЕ АС 
Построене корней уравнемя азтл-- 0зщ(® — <) ес» 

Подъ а, бис мы будемъ разумЪть абсолютныя величины, # а уголъ 
© подчинимъ уеловю 0<@® < 2л, или даже боле с му условпо 
0 < ® < л, предоставляя себЪ всяый разъ, когда это послфднее не удо- 
влетворяется, перейти отъ уравнен!я 50” 





азшх -Е 531(@ — 2) = 
къ уравненно 
азтя — 931(0' — 2) = с, 
въ которомъ 
0! = 0 —ли 0<®'<л. 





996. 


И такъ, принявъ услове 0 < @ «т, мы видимъ, что всегда можно 
построить параллелограммь АВСО с0 сторонами АВ=а и ВС== и 
съ внутреннимъ угломъ 
АВС=о между ними. Изъ 
вершины С угла ОСВ = 
—=л—@®, какъ изъ цен- 
тра, опишемъ рад1усомъ 
с окружность, а изъ про- 
тивоположной вершины 
параллелограмма А про- 
ведемъ къ этой окружно- 
сти дв  касательныя. 
Одна изъ касательныхъ 

Фиг. 1. пересЪчется со стороною 
ОС въ точек Е, а другая съ продолженемъ ОС въ точкз Е; точку 
прикосновен!я первой назовемъ черезъ С, точку прикосновен1я второй 
черезъь Н. Докажемъ теперь, что значен!я искомыхъ угловъ будуть: 


Д БЕН =х и ДЕД = хх". 


Съ этою цфлью проведемъ изъ точки ПО прямыя, параллельныя 
касательнымъ, до пересЗченя съ СН и СС въ точкахъ К и Г, а черезъ 
эти точки проведемъ прямыя КМ и ГМ равныя и параллельныя АО=Ф. 
Построен1е доставляетъ: 


Д СОК =, А КМН = Д РАЕ=©®—, СК-КН=с 
и вЪ тоже время 
ДСО. =л—а", Д Мб = Д РАб =&' — о, СГ — @Г==с. 
Принявъ во вниман!е: 
СК = СО. заСОК = азшх, КН =КМ . зюКМН = 631(® — 2) 








и 
СЫ = СОзшСОГ, = аз”, 91, = Г№зш МО = — 69щ(® — х'), 
получимъ : 
аз -- 9зш(о — 2) = с и азшх" - 6б9щ(о — 2") == с, «У 
что и требовалось доказать. © 


Изельдоване. Возможность задачи обусловливается возможностью 
проведен!я касательныхь къ кругу изъ точки Аи В ормулой: 


с == Иа? + 5? — 2афсозо. \ 


о. хо 
Когда имфетъь мЪсто знакъ неравенства, задача”) допускаетъ два 
р%шен1я, когда знакъ равенства—только одно. ``” 
Примьчане. Изложенныя построен!я содержать въ себф рессурсы 
къ рьшен1ю уравнен1я 


азс — 93ш(е@ + 2) =с. 
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ны самомъ дфлЪ, легко убфдитьея, что корни его суть углы КОЕ 
и Е. 


Построене корней уравненя азшх — 98т(@ — 1) = с. 


Нужно считать, что аргументъ @ подчиненъ условю 0 < @ < л, 
въ противномъ случаВ мы были бы возвращены къ уравнен!ю изучен- 
наго типа. Но если такъ, то снова можно построить параллелограммъ 
АВС со сторонами АВ=а и ВО=Ь и съ внутреннимъ угломъ АВС=® 
между ними. Изъ точки О вершины угла ©, какъ изъ центра, опишемъ 
окружность рад1усомъ с и изь противоположной вершины параллело- 
грамма В проведемъ къ этой окружности касательныя ВС и ВН, пере- 
сфкающуяся съ прямою ОС и ея продолжешемъ въ точкахь Е и К. 
Докажемъ, что значен1я искомыхъ угловъ будуть: 


ДСК =# и Д ТГОЕ==х.. 


Съ этою цфлью черезъ точку С про- 
ведемъ прямыя, параллельныя касатель- 
нымъ до пересЪченя съ Об и ПН въ 
точкахъ Ки Г и черезъ эти точки про- 
ведемъ прямыя КМ и ПМ, равныя и па- 
раллельныя СВ =6. Построеше достав- 
ляетъ: 


Д СМК == Д ЕВС =ю—х, ОК —@К=с 
и Фиг. 2. 
д АРБ 5 - а", ДНМЬ=—ю, РЬ- НЫ. 
Принявъ во внимане: 
ОК = ООзтоСК = азия, СК =: К№зш@ МК = 63щ(@ — 4’) 





ОГ = ООзшГОС = азшя’, НЁ = МЕзаНМГ, = 6зщ(2" — ©), 
получимъ: 


азта' — бзт(® — х)=с и азшя" — 6зщ(@ — 2") = с, 


что и требовалось доказать. у 
5 


Изсльдоване. Задача иметь два р%шен1я, когда ее ОВ 


больше рал1уса круга; одно, когда эти величины равны ме: ` собою и 
ни одного въ томъ случа, если дЛагональ меньше рад!уез Слёдовательш 
условия возможности задачи можно выразить формулой \ 

м 


Я 
ЕЕ 


Примьчане. Изложенныя построен!я даютъ простое средетво оты- 
скать корни уравнен!я 





азш < -- 55щ(о - 2) = с. 
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а самомъ дЪлЪ, легко убфдиться, что корни эти суть углы СЧЕЁ 
й НЕЕ 


Построенще корней уравнетя исх -- Ис(о — 4) = с. 


Это уравнен!е путемь преобразованя © —у=х приводитси кь 


Иву -- аз (@— у) = с. 


Отсюда слфдуетъ, что изъ двухъ случаевь а=и а 6, ни- 
сколько не нарушая общности задачи, можно ограничиться раземотр$- 
н1емъ только одного перваго. Что касается угла 0, то его, по причинЪ 
пер!одичности тангенса, можно считать большимъ нуля и меньшимъ 
двухъ прЯмыхъ. СлЪдовательно 


’ виду 


а=ьи 0 <о<л. 


Приступая теперь къ самымъ построен1ямъ, различимъ два случая: 
случай когда с тупой уголъ и случай, когда @ прямой или острый уголъ. 


Случай © >= Возьмемъ АВ == с. Черезъ точки А и В проведемъ 


В  прямыя, перпендикулярныя къ АВ 
въ одномъ и томъ же направ- 
леши и отложимъ на нихъ о0т- 
рфзки АА’'=а и ВВ'=. На пря- 
мой А’В’, какъ на хорд, опи- 
` шемъ дугу, вмызщающую уголъ 
© и лежащую въ той же части 
плоскости, гдз находятся точки 
А и В. Пусть АВ перес$кается 
съ дугою въ точкахъ Си С'. Зна- 
0 чен1я угла 2 будутъ: 

Фит. 3. Уд АА!С = д ид АА!С' = д”. 
Въ самомъ дЪлф, построене доставляетъ: 

СД ВВ'С = -—-х и Д ВВ'С' = ю— у". 


ЗалЪмъ изъ прямоугольныхъ треугольниковъь АА’С, ВВ'С, Ая 
ВВ'С’ находимъ: 


АС = &ох', ВС = (о - 2’), АС' = од", ВС! = (© —- я 












Отсюда, принимая во внимане, СУ 
А 
АС ВСС и АС’ ВО =, м 
получаемъ: 20° 
ара -- (о —') =си ах Ис (оз М = с. 


У 
Это и значить, что х’и 2” суть дфйствительно корни предложен- 
наго уравненя. 
Дадимъ здЪсь аналитическАй признакъ, по которому узнается ис- 
полненное построен!е въ случаЪ возможности задачи. Проведемъ пря- 
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мую А’М параллельную СС’ и перес%кающую ВВ’ въ точк% М. Оче- 
видно, что всяк разъ, когда построене имфеть м%сто уголь МА'В=@ 
будетъ меньше острого угла, составляемаго прямою А’В’съ касательною 
къ кругу въ точкз А’ или 9 «л— о. 

Принявъ во внимане 
а 
МА'=с, МВ' = —а, &0= 


С 





) 


получим искомый признакъ въ вид 


а—ь 
С 





20 


Можетъ случиться, что прямая АВ не пересЗкается съ упомяну- 
тою выше дугою, но въ замЪнъ этого пересфкается съ дополнительною 
дугою, т. е. такою, которая вм$щаетъ уголь л—@ и лежитъ относи- 
сительно А’В’ въ части плоскости, противо- 
положной той, гдф находятся точки Аи В. 
Если точки пересЪчен1я назовемъ черезъ 
ЕиЕ,, то обозначивъ ь 


Д ААЕ =л—х' и Д ААЕ =л— а, 





В' 





найдемь: 
Д ВВЕ =ю— а и Д ВВЕ = о — 27, 
А, и затВмъ легко убЪфдимся, что м и 2” суть 
а 03 у 
Фиг. 4. | корни уравненя: 


ел -- Ио (@ — д) = с. 


; Дадимъ здЪеь аналитичесюй признакъ существования исполнен- 
` наго построен1я въ случаЪ возможности задачи. 

Проведемъ прямую А’М параллельную ЕЕ’и пересЪкающую ВВ’ 
въ точкЪ М. Очевидно, что всяый разъ, когда построене имфеть м%Ъето, 
уголь МА’В’ = @ будеть больше остраго угла, составляемаго прямою 
А'В’ съ касательною къ кругу въ точкф А’. СлФдовательно искомый 


признакъ есть 
а—6 < 
9>л—о или Е 


ой 
(> 


_ 
т, ©” 

>’ ЭдФеь придется отъ ело- 
2 к 

ва до слова повторить преддущы постро- 
евя, но разница будетъ.вЪ)омъ, что те- 
перь прямая АВ ни в _жавомь случаВ не 
пересЪчется съ дополнительною дугою кру- 
га. Поэтому если точки пересЪченя Е иЁ' 
прямой АВ съ кругомъ и существуютъ, то 
онф лежать относительно А’В' въ той же 
части плоскости, гдЪ находятся А и В. 


Случай © = 
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, Предположивъ, существован1е точекъ Ки РГ, легко убфдиться, что кор- 


нями уравнен!я 
асх -Е Ис(@ — 1) =с 
будутъ углы: 
ДААЕ=Х и Д АА. 


Изсльдоване. Задача имфетъ два рфшен!я, когда удовлетворяетея 
неравенство 


(«-- зто — ссово < Уа— 5-Е с? 


и одно, если оно обращается въ равенство. Во всЪхъ другихъ случа- 
яхъ задача невозможна. Для доказательства опустимъ изъ центра О 
перпендикуляры ОГ и ОК на прямыя АВ и А’В’и черезь точку А' 
проведемъ прямую, параллельную АВ и перес®кающую ВВ и ОГ въ 
точкахь Ми М. Мы имфемъ: 


МА' =е, МВ' = — а, М№=а. 
Если присоединимъ сюда обозначен1я 
А'В'=а, ОМ=Ь ОА'=,, ДМАЪВ' = 0, 
то для перваго изъ нашихъ построевй получимъ: 
ДАОК =л— хи 1 МОА! =л— (0-0), 
для второго найдемъ: 
ДА'ОК =л—юи 2 МОЛ! - (9-- о) —л, 
для третьяго будемъ имЪть: 
С А'ОК =© и С МОА' =л— (0-0), 


и велфдъ затЪмъ изъ треугольниковъ А’МВ’, ОАК и ОА’М во вефхъ 
трехъ случаяхъ извлечемъ : 


= (&«—5)*- с?, 4= 2'3шо, № = — усоз(@ - ©). 


Услове возможности задачи А 
д $ 
аъ = 2 
р. 
по замн$ № их ихъ значенями приводится къ виду: <” 
а> Зазшо — 4с03(9.-|- ©). \— 


Отсюда помощью тождественнаго преобразования 
Я 
4с08(9 -- ©) = 4с039соз@ — азт@зшо = сов (6-— а)зто 


получим: 
а> (а-Н Ъ)зшо — ссозо , 


что и требовалось доказать. 
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) 
Эту же формулу можно вывести и аналитически. Въ самомъ дёлЪ 


уравнен1е 
ел -- Ис (® — <) = с, 
будучи представлено въ видЪ 
ео . вх -- (в — с) сова = с. во -- 5 —а, 
на основани тождествъ: 


1 — 0825 1-Е с0325 


9 0452 = 








—-, 


6% = 819% 


преобразуется къ уравнен1ю 
(а — 5) ш(® — 24) ссоз(® — 2) = (а + 9)зте — ссоз@. 
Услове возможности этого уравнен1я выражается формулой 
42> (@ + 5) зпо — ссово )" 
Отеюда, принявь во внимане 
а — ссозо- (а -- б)зто > 0, 


неизбоЪжно получимъ: 
9> (а-- 5)зто — ссозо. 


Примьчаще. На прямой А’В’, какъ на хорд, можно описать дру- 
гой кругъ, равный тому, который уже построенъ. Если черезь Си б' 
назовемъ точки пересЪчен!я этого круга съ прямою АВ, то легко уб%- 
димся, что углы АА’ и АА’С" или ихъ дополнен1я до двухъ прямых® 
будуть корнями уравнен1я 


вх -- Мо(л — © —2) =с или ох — Мо(® 1) =с. 
Построенве корней уравневя сйзх — 62(® — 1) = с. 


Возьмемъ прямую АВ =с и про- 
ведемъ къ ней во взаимно противопо- 
ложныхъ направленяхъ перпендику- 
ляры АА'=а и ВВ’=Ь. На прямой 
А’В’, какъ на хордф, опишемъ дугу, 
вмБщающую уголь © и имВющую свой 
центръ въ той сторонф относительно 
А’В', въ которой находится точка А. 
Пусть С и С’будутъ точки пересЪче- 
ня прямой АВ съ этою дугою и ея 
дополненемъ до окружности и пусть: 


[ААС =х, ДАА'С =л— у. 


На основани построен!я легко полу- 
чаемъ: 


АВВ =х— ®, ДВВС = — о. 
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_ Если теперь въ равенствахъ 
ВС-- АС ==си ВС —АС' =с 
л№выя части замфнимъ тождественными имъ на основани формулъ: 
— Аба’, ВС= Ив — 0), АС'’= — ива", ВС=Ыв(а" — 0), 
то получимъ : 
айс — Ис(® — 2) =с и ах" — Ив(® — 4) = с. 


Это показываетъ, что х’ и 3” суть искомые корни. Вм$стЪ съ тфмъ 
видимъ, что задача всегда имЪетъ два рфшенйя, такъ какъ прямая АВ, 
переская хорду А’В', неизбЪжно пересзкается и съ кругомъ въ двухъ 
точкахъ. 

Примъчане. Если на прямой А’В’, какъ на хорд, построимъ 
другой кругъ, вмщаюций уголъ ©, и отыщемъ точки Е и Е его пе- 
ресЪчен1я съ прямою АВ, то легко найдемъ корни уравнен!я 


ал — Ы(л—@—1) =с или ох -- 5 (®- 1) = с. 
Дъйствительно, можно убфдиться, что эти корни суть углы: 
ДС ААЕ=х и СААЕ =: 


и что ихъ всегда два. 





а а 

7 7) я Е ==. 
Построене корней уравнешя т, сы ш(@—я) 

РазумВя подъ © уголъ, меньший двухъ прямыхъ, построимъ прямо- 


угольный треугольникъь АВС по гипотенузЗ ВС =аи углу АВС. 


ЗатЪмъ проведемъ прямую ОШ параллельную ВС такъ, чтобы часть ея, 
заключенная между сторонами прямого угла ВАС равнялась с, именно 
р Ор ==с. Пусть кругъ, описанный изъ центра, 
С радусомъ СА, пересзкаетъ прямую ОС 
въ точкахь Е и Е, а перпендикуляры ЕЪ. 
00, проведенные чрезъ эти точки, пусть 
встр$чають вругъ, описанный изъ центр 
рад1усомъ с, въ точках в и Н. Докаже 
что искомые углы 2 их’ р :0й- 





СТвОМЪ: : 5 
е@У’ 
РИ [ЕОб=я—5 4, в. ли. 
Въ самомъ дфлЪ, построене доставляетъ: О 
АУ 
[0 о 5С ю 0 
ОЕ = — «г ( =) ‚ ОЕ се — „). ОА=с0$ — СА—азш > 


Зам чая, теперь, что 


ОЕ-Р СА —0С и ОЕ— СА—ОС, 
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получимъ: 


[7 - @ ге ‹ @) 
(2 — ;) Ч авни = и" а ми’ + сео" 


© ф си О о на мн 
свои —— 1 | — аа = @ 51" — 676087 — 
е ) 2 2 О 


и затЪмъ для обоихъ корней а’ и х"” находимъ: 








6603? у 66087 Е —2а60$ Я в] т ыы 
р) 2 2 2 


Это уравнене посредствомъ тождествъ: 
© НЫ 
6052 5—2] —008* 5 — Чи эт (@<—%), 


2605 Г — .) Ш 5 = тд -- зщ (® — 4), 


приводится къ виду 





ыы 


зшх ' эш(®— 2) ° 


Изсльдоване. Существоваве угловъ х’ и 2’ обусловливается су- 
ществовавемъ неравевствъ: 


ОЕ = Об и ОЕ = ОН, 


которыя могутъ быть представлены въ видЪ: 








/ 
со / х © [9] 32еа и © © 
с Газ я > | а?” э 06085. и с-ав, >. и а? т? 9 +0608. . 


2 


_Первое изъ нихъ всегда справедливо, а второе равносильно условю 


2а == сэт 


ыв 


Очевидно. что если это услове удовлетворяется, то задача имЗет ва 
р$шен!я, а если не удовлетворяется, то только одно. {6 
Задача Патпуса. Наше уравнен!е представляетъ собою частный 
случай уравненя © 
а Б 
о & 
ЗШх зт(@ — 2). ©^ 
выражающаго требован1е провести черезъ точку, ащто отъ сто- 
ронъ угла л — © на разстоян!я аи 6, прямую аЖЪ, чтобы часть ея, 
заключенная между сторонами угла, инф ла данную величину с. Эта за- 
дача помощью линейки и циркуля рЪшаетея только въ частныхъ слу- 
чаяхъ. Случай а=6, когда данная точка лежитъ на биссектрисВ дан- 
наго угла (л — ©), извфетенъ подъ названемъ задачи Паптуса. Изло- 
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женныя выше построеня ц?Фликомъ могутъ быть отнесены къ этому 
случаю. Въ самомъ дфлЪ, легко убфдиться, что углы ЕОС и ЕОН суть 
именно тф, подъ которыми искомая прямая встр%чаетъ биссектриссу 
даннаго угла. При этомъ очевидно, что задача будетъь имфть два р%-. 
шен1я, когда 


© 
2а > вт 5 
три, когда 

‚© 
= сш — 
2а= 8 р) 

и четыре, когда 
оО 
24 < ст 5. 


Задача. По основанио в и по двумь прилежащимь сторонамь 
а и Ь ямостроить четыреуюльникь такъ, чтобы Фолонали ео были вза- 
имно перпендикулярны и чтобы стороны а и Ъ пересткались подъ дан- 
нымь умомь 6. 

Въ частномъ случа, когда одновременно с=а и с=6 необходимо 
дать 9 =О и искомымъ четыреугольникомъ будетъ ромбъ. Исключая 
этотъ случай, усматриваемъ возможность предположен1я, что по крайней 
мфр$ одно изъ двухъ равенствъ с=а и с=6 не имфетъ м%ста. Пусть 
же будеть с==а. Обращаясь къ рЪшеню задачи, прежде всего при- 
соединимъ къ числу данныхь линю @, опредляемую условемъ: 


= --а?, 


и зат$мъ произведемъ сл$дующйя построен1я. Построимъ треугольникъ 
ОВО по сторонамъ ВО =аи ОШ =ф и углу 
ОВО = @ между ними. Изъ точекъ Ви 0, 
какъ изъ центровъ, опишемъ круги рад1уса- 
ми си 4. пересВкаюниеся между собою въ 
точкахъ Аи А'. Черезь А и А’ проведемъ 
прямыя АЕ и А’Е’равныя и параллельныя 
ТО, такъ что фигуры РОАЕ и РОА'Е' бу- 
© 
дутъ параллелограммы. Докажемъ, чт иС- 
комые четыреугольники суть АВОЕ и А" Е, 
Въ самомъ дЪлЪ, ихъ противоположныя сто- 
ровы а и 6, пересвкающияся между собою 
въ точкахъ Ки РЕ, а образу- 
ютъ уголь @, именно: 


С ВЕЕ= 0 и дов — 


СлЪдовалельно о - доказать, что 
ихъ дагонали взаимно перпендикулярны. 
В Пусть длагонали АО и ВЕ пересекаются въ 

Фиг. 8. точкВ! С, а дагонали А’ и ВЕ' въ точк8 С'. 
Изъ треугольниковь ВСП, ЕСА, ВСА и ОСЕ находимъ: 
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а? —= В0? -|- 06? —2ВС.ЪС. соз ВСР 

2 — АС? -- ЕС? —2АС. ЕС. созВСО 

6? — ВС*-|- А0?--2ВС.АС . созВСО 

| 4? =? -- ЕС?-- 20С.ЕС. созВСР. 
Отсюда по причин% равенства 


ао? = с 4? 
получаемъ : 


(АС- ОС) (ВС ЕС) созВСО = О или созВСО =0, 


а это и значить, что уголь ВСР прямой. Подобнымъ же образомъ изъ 
о Вст, Е'С'А', ВС’А’ и ОС’Е' по причин равенства 


ое 
(А'С'— 00’) (ВС'-Е Е’С') созВОТО — 0. 
Этому требовантю можно было бы удовлетворить, положивъ А'С'=)С', но 


тогда получился бы случай а==с, который исключенъ. Отсюда сл$ду- 
етъ, что уголь ВСТ есть прямой. Это и нужно было доказать. 


П. Флоровь (Ст. Урюпинская). 
(Окончанме слъдуеть). 


найдемъ: 


НОВАЯ ГЕОМЕТР1Я 
ТРЕУГОЛЬНИКА. 
(Свотёттте тёсепие Чи 171апв1е). 


(Продолженае*). 





УПТ. Круги Нейберга, ВКэя, Бевощ{е’а и Лоншана. "5 
А 

1. Теорема. Вершины шести подобныхь зпреуюльниковь, , иирыю- 
цижь общее основане и расположенныхь по одну сторону ото о а, на- 
ходятся на одной окружности. 

Пусть ЕВС, СВЕ и СОВ суть подобные тр-ки съ бам оенова- 
немъ ВС (фиг. 1). Построивь тр-ки Е'ВС, СВЕ’ и СОЗ, симметрич- 
ные съ ЕВС, СВЕ и СОВ относительно перпендикуля] ара’ въ срединЪ 
ВС. получимъ шесть подобныхъ тр-ковъ съ общину” о ВС. 
Требуется доказать, что вершины этихъ тр-въ Ол; Ки, Е, Е на- 
ходятся на одной окружности. 


*) См. „Вестника Оп. Физики“ №№ 230, 281, 232, 234, 236, 239, 240, 244 и 246 
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Опишемъ окружность около равнобочной трапещши ЕЕЕ!Е.. 
Такъ какъ 


Д ЕЕС- Д ЕВС == 180° 





В с" С ЕВС = д ВОС = д ЕШЕ,, 
то 
Д ЕЕ'С- / ЕБЕ' = 180°; 
но 
Д.Е’ = ДЕ, 
поэтому 
ДЕТЕЕ- Д.ЕШЕ!' == 180°; 


слфдовательно окружность ЕЕЕ’Е 
проходить чрезъ точку 0; а такъ 
какъ точка О’ симметрична съ О 
относительно д1аметра этой окружно- 
В! д ГЫ сти, то окружность ЕЕЕ’’ прохо- 
дить и чрезъь точку О’, что и тре- 
буется доказать. 

2. Окружность Нейберга (№ ибего). Если общее основаше ВС 
шести подобныхъ тр-въ есть одна изъ сторонъ главнаго тр-ка АВС, 
то окружность, проходящая чрезъ вершины этихъ тр-въ и точку А, 
наз. окружностью М иБегра для стороны ВС тр-ка АВС. Тремъ сто- 
ронамъ этого треугольника соотв тствуютъ три окружности Меиего”а. 

Такъ какъ уголъ Брокара для даннаго тр-ка зависитъ только отъ 
угловъ этого тр-ка, то подобные тр-ки съ общимъ основатемъ, имфю- 
ше вершины на окружности Мепего”а, имЪютъ равные углы Брокара 
(ат е$ ёдизфтосагаетз). 

3. Теорема. Окружность Нейбета есть зеометрическое мтьсто 
вершинъ треуюольниковь, имъющиь общее основиме и равные уфлы 
Брокара. (1. 29). 

Оставляя эту теорему безъ доказательства, замфтимъ, что центуръ 
О окружности Меибегд’а лежитъ на перпендикулярЪ, возставленномъ 
въ срединф А’ соотв тственной стороны ВС = а главнаго тр-ка (фиг, 3), 
при чемъ 





а? © ы 
р БЕ и. 
40.2=“. &@ 


гдЪ < есть разстояне точекъ Лемуана. тр-въ съ общимь ртом Бро- 
кара © отъ общаго основаня ихъ ВС = а, такъ что 


ме 
5$ 
д = — 400; А к. 
у. ху” 


подставивъ это значене х въ предыдущее равенство, найдемъ, что 
а? 


АО р = 9 що. 
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Отсюда слфдуетъ, что улюль, составленный прямыми, соединяю- 
щими центръ окружности Меибегд’а съ концами общало основанля тр-въ, 
имющихь вершины на этой окружности, равень удвоенному узлу Бро- 
кара этихь тр-въ; т. е., если уголъ Брокара этихъ тр-вЪъ = @, то 
(фиг. 1) 

Д ВОС= 2%. 


4. Если провести прямую РФ) || ВС (фиг. 1) на разстояи 
МА’ = 3/, д = 3/4 о 


оть ВС, то эта прямая будетъь радикальною осью точки А’и окруж- 
ности Меиего”а для стороны ВС. Поэтому, обозначивъ чрезъ ” радусъ 
разсматриваемой окружности Мепего’а, получимъ (Т\,8): 


А'М? = (МО -- (МО — ^) = М0? — +2, 


‘откуда 
г? —= МО? — А’М?; 
но 
а з 2 
МО = (1 = /2 42 о) 
и А'М = “або; 


слфдовательно радёусь окружности Меиегд’а будеть 
| г а У сое? — 8. 


Изъ сказаннаго слВдуетъ, что касательная изъ точки А’ къ окруж- 
ности Меиего’а дЪлится нополамъ прямой Р®. 


5. Теорема. Если А' и С’ суть соотвитственныя точки подоб- 
ныть и одинаково расположенных фиууъ Е: и Ез. построенныхь на 
сторонахь ВС и АВ тр-ка АВС, и если АА' и СС’ параллельны, то 
А’ и С’ суть точки окружностей 
м М№еибегд’ а, соотвтъзиственныхь сторо- 
\ намь ВС и АВ тр-ка АВС. 

\ Пусть В есть двойная точка по- 

добныхъ фигуръ Е; и Ез (01,2). 
Обозначимь чрезь О точку фигу 
Е, соотвфтственную точкЪ и 


гуры Ёз чрезъ Е пересф че! пря- 
мыхъ А’) и СС’. Такъ какь”З есть 
двойная точка подобныхь фигуръ 
ЗВСАТ и ЗАВСГС, : о (фиг. 2): 


и. с | 
и ЗА г’ $СС,, 
АЗОВ д 80Е; 


слЪдовательно точки 5, С, О, Е де- 
жать на одной окружности, а потому; 


1 РЕб = д 036; 


ИЛИ 
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но изъ построен!я точки З (11,2), показаннато на чертежЪ, видно, чт› 
Д АВС-Е Д СЗВ = 180° 


ДАВС д 056 = 1800; 


такъ какъ углы (ОЗС и ДСЪВ равны, какъ соотвфтственные фигуръ 
Е: и Ез; поэтому 


Д АВС-- Д СЗВ = Д АВС-- Д 08С = Д АВС- Д БЕС = 1800; 
иИЗЪ параллельности же прямыхъ АА' и СС’ слЗдуетъ, что 
Д ААТ- д БЕС == 180°; 


ИЛИ 


поэтому 
Д АА = Д АВС, 


т. е. точка А’ находится на дуг® окружности, проходящей чрезъ Аи 
Л и вым5щающей уголъ В. 
Обозначимъ чрезъ Е пересВчен!е стороны АВ съ этой окружно- 
стью; тогда: 
С ЕВ = С АА == С АВС; 


углы же ДАВС и С ВСП равны какъ соотвЪтственные подобныхъ фи- 
гуръ Е и Ез; поэтому 


с БОЕВ = 2 ВС = С ЕВС; 
кромЪ того, ев 


(тоже какъ углы соотвтственные фигуръ Е и Ез); слЗдовательно, 
тр-ки АВС, ОВС и ЕВС подобны, а потому (1) окружность АА’'ОЕ есть 
окружность МеиЪегд’а, что и требуется доказать (3). 

6. СлВдетвя. Если А’, В’, С’суть соотвфтственныя точки нодоб- 
ныхъ фигуръ В, Е», Ез, построенныхъ на сторонахъ тр-ка АВС, то 
углы Брокара тр-въ А’ВС, АВ’С, АВС'и АВС равны. 

Если прямня АА’ и СС’ параллельны, то прямыя ВВ’и СС’ так- 
же параллельны. 


7. Теорема. Если дв% изъ соотвътетвенныхь зточекъ треть по- 
добныль и одинаково расположенныхь филуръ, построенныхь на с 
нахъ ту-ка АВС, находятся на прямой, проходящей чрезь центрэтя- 
жести этоз, тр-ка, то третья соотвътственная точка о на 
той-же прямой. $Я 

Пусть Е, Е, Е. суть подобныя и одинаково рас венных фи- 
гуры, построенныя на сторонахъ ВС, СА и АВ сповного тр-ка АВС. 
Положимъ, что прямая, соединяющая соотв тетвенныя Точки ПБ: и В, 
фигуръ Е, и Е,, проходить чрезъ центръ тяжести, р-ка АВС (фиг. 
3). Обозначивь чрезъ АД,, ВВ, и СС; меданы р-ка АВС (перееЗка- 
юи1яся въ ($), проведемъ прямыя А.П, и ВО, и обозначимъ чрезъ А’ 
и В’ пересЁченя этихъ прямыхъ съ параллелями къ 0,0,, проходя- 
щими чрезъ А и В. Тавъ какъ АА. —=3 СА, и ВВ, = ЗСВ, (по извЪет- 
ному свойству меданъ), то А. А'=ЗА.О, и ВВ’ = 3В,0,; но Пир, 


239 


суть соотв тственныя точки фигуръ Е: и Е», ел$ховательно Аи В 
суть также соотвётственныя точки этихъ фигуръ. Обозначивъ зат$мъ 
А чрезь О; и С’ точки фигуры Ез, с0- 

| отвфтетвенныя точкамъ П:, Г. и А,, 

р В', замфтимъ, что 0:0,|АА’ Г ВВ'| 60 

| и что С.0'= 3010: и СС, =360С1; от- 

р сюда слёдуетъ, что точки О:, О,, Оз 

! лежать на одной прямой. 

; 8. Окружности, Кая (Сау). Такъ 
какъ геометрическя мЪ$ета точекъ А’, 
В’, С’ суть окружности (5), то геоме- 
 прическ{ я мфста точекъ О1, О», Оз суть 
также окружности. 

Окружности, на которыхъ нахо- 
длятся соотв тетвенныя точки (ПГ., О, 
0) подобныхь и одинаково располо- 
женныхъ фугуръ (Е,, Е,, Ез), постро- 

В енныхъ на сторонахъ тр-ка АВС, ле- 
жация на одной прямой (проходящей 
чрезъ центръ тяжести тр-ка АВС), на- 

й ``’ зываются окружностями Сау’я. 

ПР 9. Окружности Сау’я находатся 

ре въ связи съ окружностью Брокара 

С, (УП,1), выражающейся сл$дующей те- 

Фиг. 3. оремой: 

Теорема. Полосы сторонь основною тр-ка (АВС) относительно 
окружностей Сау’я суть вершины перваю тр-ка Брокара. 

10. Условимся называть треуюльникомь проэкий точки М—тр-къ, 
вершины котораго суть проэкщи этой точки на стороны основнаго тр-ка 
АВС, т. е. основавя перпендикуларовъ, опущенныхъ изъ М на сто- 
роны этого тр-ка”). 

Теорема. Геометрическое мьсто такихжь точекъ (М), для кото- 
рыхь тр-ки проэкий имъють равные узлы Брокара, есть окружность. 

11. Окружноеть эерофе’а. Окружность, служащая геометриче- 
скимъ мфетомъ точекъ, для которыхъ тр-ки проэкцй имфютъ данный 
уголъ Брокара, наз. окружностью Бевоще’а. &\ 

Окружностии Бероще’а соосны (ТУ,7) и имЗютъ общею радиль- 
ною осью прямую Лемуана (У,21). е@ 

Окружность, описанная около основного тр-ка, и окру бет Бро- 
кара этого тр-ка, суть частные случаи окружностей 5с а 

12. Окружноеть полярно- -сопряженная сътТ ОЛЬНИКОМЪ. 
Окружность, относительно которой каждая сторона, ‚ пр-ва служить по- 
лярой противоположной вершины его, наз. окружностью полярно-сопря- 
женной съ этимъ тр-мъ (Се’фе родавте сопридие)** 





+ 
! 
1 
1 
! 
О 
! 
1 


*) По французски такой треугольникъ называется изаие родайте. 
**) Ср. П, 16. 
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Центръ окружности, полярно-сопряженной съ тр-мь, находится въ 
ортоцентрь этою тр-ка (Т,5); поэтому такая окружность въ дЪйстви- 
тельности существуеть только для тупоугольнаго тр-ка (1,10). 

Если о есть радёусь окружности, полярно-сопряженной съ тр-мъ 
АВС, а В—радусъ круга, описаннаго около этого тр-ка, то 


0* —= — 4В2с03А . созВ . с08С. 


13. Теорема. Окружность, полярно-сопряженная съ треуюльни- 
комь, проходить чрезь точки пересьчетя окружности девяти точекъ 
(1,12) этою тр-ка и окружности, описанной около нео. 

14. Окружность Лоншана (Топдсйатрз). Окружность, полярно- 
‚‘сопряженная съ тр-мъ А"В"С", антидополнительнымъ для основного тр-ка 
АВС (1,9), ваз. окружностью Гопдеватрз’а. 

Окружность Гопоситюз’а есть антидополвительная окружность 
для окружности полярно-сопряженной съ основнымъ тр-мъ АВС; поэтому 
центрь окружности Гопдсйатр$’а есть антидополвительная точка орто- 
центра тр-ка АВС, т. е. точка, симметричная съ ортоцентромъ этого 
тр-ка относительно центра описаннаго около него круга. 

По свойству антидополнительныхъ фигуръ 140/65 крума Гопд- 
спатрз’а вдвое болЪе радлуса окружности, полярно - сопряженной съ 
тр-мъ (12); поэтому, обозначивъ чрезъ о'и В рад1усъ круга Гопосватшрз’а 
для тр-ка АВС и рад1усъ круга, описаннаго около этого тр-ка, полу- 
ЧИМЪ 


0’? = — 16В2с03А . созВ . с08С. 


Изъ опредЗлен1я слЗдуеть, что окружность Гопеепатрз’а въ дЪй- 
ствительности существуетъ только для тупоугольнаго тр-ка. 

15. Теоремы Гопеевагар$’а. Окружности, описанныя около вер- 
шипъ тр-ка АВС радусами, равными противоположнымъ сторонамъ его, 
перес$каются по двЪз въ точках Ао, Во, С, на окружности, описан- 
ной около этого тр-ка. 

Прямая, соединяющая вершину того-же тр-ка, А съ перес$ чешемъ 
прямыхъ ВС и В, (5, перееЪкаетъь окружность, описанную около тр-ка 
АВС въ точкь Штейнера (УП, 12). 


Окружность Топдеватрз’а ортоюнальна (Т1\,11) в5 окружност 
описанными около вершин основною тур-ка радёусами, равными проти 
положнымь сторонамь ею. 

16. Прямая Лоншана. (Гопдсйатьз). Радикальную обо (1У,2) 
окружности Гопуспатр’а и окружности, описанной око ооо Свон ТВ 
тр-ка АВС, будемъ называть ирямою Гопдсйатрз’а. 

Прямая Готдсйат 5’ а изотомически сопряжена 6%. ою Гетоте’ а 
(У,21) относительно сторонъ тр-ка АВС и О прямой, соеди- 
няющей точки, изотомически сопряженныя съ точками Брокара этою 

тр-ка. 

Трилинейный помось (ПТ.14) прямой Гопдейатрз’а относительно 
тр-ка АВС есть одинъ изъ центровь перспективы (П,Т) тр-ка АВС и 
ею перваю тр-ка Брокара (УП,4). 
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17. Приложен!я. Если П., 0,, Оз суть соотв тственныя точки 
трехъ подобныхъ и одинаково расположенныхъ фигуръ Е\, К., Ез, по- 
строенныхъ на сторонахъ тр-ка, то геометрическя м%ста этихъ точекъ 
суть окружности (ст. Ти 8), если: 

а) Одна изъ сторонъ тр-ка 0,0.Оз задана по величинЪ. 

$) Одинъ изь угловъ тр-ка 0.0.Юз заданъ по величинз. 

6) Уголъ Брокара тр-ка 0:0.Оз заданъ по величин%. 

18. Окружности Сау’я служатъ обратными фигурами (ТУ, 15) 
для сторонъ перваго тр-ка Брокара относительно круга, имфющаго 
центромъ центръ тяжести основного тр-ка АВС и ортогонально пере- 
сВкающато окружность Брокара этого тр-ка (УП,1). 

19. Окружность Гопдеватрз’ а ортогональна, съ окружностями, опи- 
санными около срединъ сторонъ основного тр-ка радйусами, равными 
соотв$тетвеннымъ мед1анамъ его. 

20. Окружность Топдсватрз’а соосна съ окружностью, описанной 
около основного тр-ка и окружностью, описанной около ортоцентра 
этого тр-ка радлусомъ, равнымъ д1аметру окружности, описанной около 
тр-ка. 

21. Окружность Гопдспатурз’а соосна съ окружностями, описан- 
ными около, основного тр-ка и его антидополнительнаго тр- ка. 

22. Прямая Гопдейатуз’а есть поляра центра тяжести основного 
тр-ка для соотв тственной окружности Г.опосВатре’а. 

23. Прямая Гопдейатрз’а параллельна радикальной оси окруж- 
ности, описанной около основного тр-ка и окружности, полярно-вопря- 
женной съ нимъ. 

Д. Е. (Иваново-Вознесенскъ). 


(Продолженще слъдует»). 


Число элементовъ въ логическомъ многочленф, 


1. Въ стать „Н$которыя приложеня математической логики жъ 
ариеметикЪ“ мы вывели формулу *) < Ой 


МА, А, --... РА» маи. ЕС -о"амФь)- 






ААА, -...-РА», 


: < ` 
если извЪетно число элементовъ въ каждомъ изъ классовъ 
а. 





*) См. №№ 247, 248. 
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а также въ каждомъ изъ логическихъ произведений, как1я только можно 
составить изъ этихъ 7 классовъ. 


Отдфльный классъ, обозначаемый одною буквой, а также и произ- 
веден1е нЪсколькихъ классовъ мы будемъ называть логическимъ одно- 
членомъ. Логическую сумму нЪФеколькихъ логическихъ одночленовъ на- 
зовемъ логическимъ многочленомъ. 

Обозначимъ черезъ 5 н$который логичесый многочленъ, который 
содержитъ въ. себЪ классы 


Ау, А Зо Ар о. Ах (2) 
либо въ утвердительномъ, либо въ отрицательномъ смысл, т. е. мно- 
гочленъ можеть содержать въ себЪ А», не содержа ак, — или наобо- 


ротъ; наконецъ, онъ можеть содержать и Аки а#. 

Для вычислен!я №5) достаточно знать число элементовъ въ каж- 
домъ изъ классовъ (2), а также въ каждомъ изъ логическихъ произ- 
веден!й, как1я только можно составить изъ этихъ классовъ; кромЪ того, 
если среди одночленовъ, изъ суммы которыхъ состоитъ 8, есть членъ, 
представляюний вобою либо отрицательный классъ, либо произведене 
нзкоторыхъ отрицательныхъ классовъ, то необходимо еще знать МСТ), 
гдз Т-— совокупность всзхъ разсматриваемыхъ элементовъ. Такъ, па- 
прим$ръ, для вычислення М(АСР-- В-Р @) навфрно достаточно знать 


МА), №(В), (С), №(0); М(АВ), М(АС), №(АТ), МВС), №(ВЬ), №СБ); 
МВС), М(АВО), №(ВСР), №(АСР), №(АВСЬ) и МТ). (3) 


И вообще, зная рядъ чиселъ (3), мы можемъ вычислить число элемен- 
товъ въ любомъ многочлен, обозначаемомъ при помощи веЪхъ или 
нзкоторыхъ изъ буквъ А,В,С.а,Б,с. 

Доказательство вышеупомянутаго предложеня и является предме- 
томъ настоящей статьи. 

2. Докажемъ справедливость формулы 


АВ ар =Т*). (4) 


Обозначая черезъ Т совокупность всфхъ разсматриваемыхт эле- 
ментовъ, им$емъ: 


А =АТ и Т=В-р, откуда «у 
А=А(В- 2) =АВ- Аб. < 
Точно также найдемъ ©” 
В=АВ-| Ва. „9 


Поэтому 
АВ АВВ АВ Ва-ер АВА Во Ной 
= (А-ав- А-а = (А-а) в-Ртт=т, 


*) Формулы (4) и (5), можно сказать, очевидны; но все-таки мы считаемъ не 
лишнимЪъ привести ихъ формальное доказательство. 
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3. Формулу (4), справедливую для двухъ классовъ, легко раепро- 
странить индуктивно на ® классовъ; для этого допустимъ, что для ® 
клаессовъ справедлива формула 


А. А.-...-Р А, + ча... =Т (5) 


и докажемъ, что изъ нея вытекаетъ справедливость формулы 


А. А, |... А, - Ааа а... : ав аи =Т (6), 


отличающейся отъ формулы (5) лишь тфмъ, что въ ней число классовъ 
увеличено на единицу. 


Чтобы доказать это, замЪтимь, что 


РА... ГА аа Ааа Аню. 
-- Аз др а....а» == 0 (7), 


а потому, — въ связи съ допущеннымъ нами уравненемъ (5), — заклю- 
чаемъ, что классъ 
аа (8) 


есть отрицательный классъ по отношеню къ классу 


ЕН (8 53) 


ДЪйствительно, уравнения (5) и (7) показываютъ, что въ классъ 
14... а» входятъ веЪ разсматриваемые элементы, не входяпие въ классъ 
А-А,-... РА». 

Обозначивъ классы (8) и (3 11$) соотвфтствевно черезь Х и х, 
примфвимь къ классамъь Хи А,|1 формулу (4); тогда имЪемъ: 


Хх - Аи--1 - Хат--т — Ни 


или, вставляя вмЁсто Х и д ихь значеня, получимъ: 


А, Аз... НА» + Ана-- а... в @а =Т, 


что и представляеть собою формулу (6). о 
Доказанное предложен1е въ связи съ уравненемъ (4) убъждветь 


насъ въ справедливости формулы (5) при всякомъ цЪ$ломъ ие вдло- 
жительномъ 9. © 


4. Возвратимея къ нашей главной задач. Съ о ормулы 
(1) нахожден1е числа элементовъ въ логическомъ многоч н% триводитея. 
къ вычисленю въ отдФльности числа членовъ н%котор ‚ одночленовъ. 
Эти числа, по условю задачи, предполагаются данными ‘зараифе для 
всфхъ такихъ одночленовъ, которые Жо отдфльные 
положительные классы или же произведене н?$сколькихь положитель- 
ныхъ классовъ. Остается поэтому разсмотрЪть только таюе случаи, когда, 
одночленъ представляетъ собою отдЪльный отрицательный классъ или 
же — когда одинъ или н$феколько множителей одночлена отрицательны, 
Разберемъ эти случаи каждый въ отдЪльпоети. 
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1) Данъ одночленъ вида а. Такъ какъ 
Т=А-а, 


М(Т) = М(А -На), 
или,—по формулз (1) — 
МТ) = М(А) + №(а) — М(Аа). 
Но, такъ какъ Аа=0, а потому и №(Аа) =0, то 
МСТ) = М(А)-Н Ма). 


то 


Поэтому 
№(а) = М(Т) — М(А) (9) 
Эта формула даетъ выражене для М№а) при помощи данныхъ 
чиселъь М(Т) и М(А). 
2) Одночленъ имфетъ видь @а2...а@». Такъ какъ (уравнене 5) 


А А, -...-Р А, - аа»... а =Т, 


то 
МТ) = МА. А. -...-Ё Аз )- аа»... а» ]= МСА, А. -... А» )-- 
- М(аа,... а ). 


Сл$довательно 
Мата, ...а» ) = М(Т) — М(А. -А,-...-Н А, ). (10) 


Эта формула (см. формулу 1) даетъ возможность вычислить 
№(аа›...а,), зная М(Т) а также число элементовъ, какъ въ каждомъ 
изъ классовъ Аз, А,...А„, такъ и въ каждомъ изъ произведен, ка- 
я только можно составить изъ этихъ классовъ. 

3) Одночленъ иметь видъ Ра, гдз Р — положительный класеъ 
или же произведене положительныхъ классовъ. Такъ какъ 


А--а=Т, то 
Р(А | а) = РТ=Р, 
а потому 
М(Р) = М(РА - Ра) = М(РА) -- М(Ра). . 
Отсюда сл$дуетъ, что и©я” 
к 
М(Ра) = Х(Р) — №(РА); ха) 
числа же М(Р) и МРА), по предположению, даны. 
4) Пусть, ваконецьъ, одночленъ имфетъь видъ © \ 
< 
Ра @ .. . ъ , и о 
АСУ 


гдЪ Р имФетъ такое же значене, ‘какъ и въ предыдущемъ случаъ. 


Такъ какъ (5) 


АА, +... А, + в 4%...а» ==Т, 
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й РА. А, +... А, )- м4... а | =РТ==Р, 


а потому 
МР) = МРЕСА, А, -..НА» )- алазнан } == МСА, Е АЕ.НА )-Е 
Е Рад» ] = МЕКА, + Аз... А» МР... аь ), 


— Такъ какъ 


Р(А. + А, -...-КА, )а1а... ан = 0. 


Поэтому 
М(Рала».., а» ) = М(Р) — МР(А НА, |... А, )|, 
или: 
М(Рагаз...а» ) = М(Р) — №РА, | РА... РА, ). (12) 


Такъ какъ М(Р) дано, а №(РА, + РА, +...РА, ) легко сведется — 
на основав! и уравненя (1)—къ алгебраической сумм чиселъ, по усло- 
вю задачи данныхъ заранзе,—то и М(Ра,а›...а»), при помощи фор- 
мулы (12), вычисляется безъ труда. 

Итакъ, если дано М(Т), а также даны числа элементовъ въ ряд 
положительныхЪъ классовъ 


А1,А,...Ав | (13) 


и во всЪхъ логическихъ произведен1яхъ, какля только можно составить 
изъ этихъ классовъ, то по этимъ даннымъ можно вычислить число 
элементовъ во всякомъ логическомъ многочлен, въ составь котораго 
входять классы (13) въ положительномъ или отрипательномъ смыслф. 

5. Для лучшаго уяснеюмя изложеннаго выше пруема вычислен1я 
числа элементовъ въ логическомъ многочлен, ршимъ слЗдующую 
задачу. Требуется сосчитать вс числа, не превосходяния 4000 и об- 
лалаюпая слЗдующими свойствами: каждое изъ чисель либо не дЪлится 
на 5, либо дЪлится на 2, не дЪлясь въ то же время на 3 и на 7. 
Классы чиселъь, дЪлящихся соотвЪтственно на, 2, $3, 7, 5 и не превос- 
ходящихъ 4000, назовемъ соотвфтственно черезъ А, В, С, В 


Тогда задачу нашу можно выразить такъ: ‚ А: 
Требуется вычислить №(Афе -Р а). 5 
Прим няя формулу (1), находимъ: 9 


М(Ае-- а) = №(А6с) - №(а) — М(Аве9). ‚ой 4) 
`По формул (12) 5 
М(АЪе) = М(А) — МАВ-- АС) = МА) -- М(АВ) мо --аво (15) 
и 
М(А№а) = М(А) — МАВ-АС- АО) = М(А) — М(АВ) — МАО) — 
— МАО) + М(АВО) -- М(АВЬ) -- №(АСО) — М(АВСЬ) (16) 
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Наконець, по формул (9) 


= №(Т) — №5). (17) 
Подставляя изъ уравнений (15), (16), (17) значения 
№(Аьс), №(АЪеа) и а) 


въ уравнеше (14), получимъ : 


М(Ае + а) = МТ) - МАР) Е АВС) — №(0) — МАС) — АВО). 


МТ) — 4000, МА) = Е в (°°), М(АВСР) = Е [и ой 


№0) =Е Г М(АСЬ) = 


9.5.3.7 


4000 4000 
в (т), Чаво ( :) 





МА Ра) — 4000 + Е р ЧЕ (“®) Не И т 


210 


4000 
че) — Е (о — 3499. 


Е. Буницкий (Одесса). 


5 


МАТЕМАТИЧЕСЕТЯ МЕЛОЧИ, 


Новое доказательство теоремы Пиеагора. 


Пусть АВС (см. черт. 1) есть т! еугольникъ прямоугольный при 





точе$ В, АВОЕ и ВСЕ@— квадраты, 
построенные на его катетахъ. 


Проводя прямую ОС, получимъ: 
1) Пл. кв. АВБЕ -| пл. кв. г 
= пл. 6-тиугольн. АСЕС 
во 
—2 м. ДА 
Линя ЕВЕ о, такъ какъ 
сумма угловъ по. ея сторону 
при точк® В т 180°. Перемфе- 


тимъ фигуру ВСЕ въ положене 
ЕМКЕ, такъ что ЕМ = Ес и ЕК=ЕО. 

Проводя прямыя АМ и СК, по- 
лучимъ четыреугольникъ АМКС съ 
Равными сторонами (каждая изъ | 
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изъ нихъ равна гипотенуз® даннаго треугольника) ; 
2. МАС= 1 ЕАВ=а; 


сл$д. четыреугольникъ АМКС есть квадралт»ь, построенный на гипо- 
тенузВ даннаго треугольника. 


2) Пл, кв. АМКС = пл. 6-ти уг. АСЕКМЕ — 2 пл. А АВС = 
= пл. 6-ти угол. АСЕСОЕ — 2 пл. ДАВС. 
Изъ (1) и (2) равенствъ имфемъ: 
пл. кв. АВОЕ-+ пл. кв. ВСЕС: = пл. кв. АМКС. 


М. С. Волковь (СПБ.). 


НАУЧНАЯ ХРОНИКА, 


Объ электропроводности нагр тыхъ газовъ. (Р. Рейтей иС.. В. 
Мато!; А, Веа]е Асса4. ег Тлисе У, 136; Маагузз. Вапазев. ХТ, 
603).—Начиная съ изсл5дованй ВесдиегеРя было сдЪФлано много на- 
блюденйй надъ электропроводностью нагр®тыхъ газовъ. Не смотря "на это, 
до послЪдняго времени вопросъ о способности газовъ при высокой 
температурЪ проводить электричество не былъ изученъ всесторонне и 
систематически. 

Гг. Рейтей и Мато заключали газы въ фарфоровыя трубки 
длиною въ 50 сш и даметромъ 2 ст, закрытыя каучуковыми пробками, 
сквозь которыя проходили латунные стержни, заканчивающеся электро- 
дами. Трубки вставлялись въ особую газовую печь и нагр%вались тамъ 
до желаемой температуры, которая измФрялась при помощи особаго 
платиноваго сопротивлен!я, вводившагося въ трубку посл опыта; съ 
трубкой можно было соединять насосъ и разрфжать заключающийся въ 
ней газъ. Сопротивлен!е газа опредФлялось томсоновскимъ гальвано- 
метромъ. Токъ доставлялся батареей изъ 100 большихъ цинко-мдныхъ 
элементовъ. Длинный рядъ опытовъ (болЪе 200) привелъ къ слфлующимь 
результатамъ : а 

1. Электропроводность нагрзтыхъ газовъ въ закрытыхъ сосудахъ, 
а также электропроводность пламени тфено связана со степеньюторис- 
тости отрицательнаго электрода; при прочихъ Е - словяхъ 
(величина и разстояне электродовъ, природа и темпер атура: аза, элек- 
тродвигательная сила) сопротивлене газа тЪмъ ги порис- 
те отрицательный электродъ), т. е. чВмъ и ‚)онъ способенъ 
поглощать газообразныя вещества. Такъ напр. а В металлическаго 
электрода угольнымъ электропроводность увеличивае зётся въ сотни разъ 
и твмъ болЪе, чВмъ пористфе взятый уголь. Зависимость эта выступа- 
етъ столь р%зко, что можеть служить критеремъ для опфнки пористо- 
сти отрицательнаго электрода. Если оба электрода сдфланы изъ одно- 
то и того же вещества, то электропроводность т$мъ больше, чЗмъ боль- 
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Ше отрицатёльный электродъ. Интересно, что при высокихъ темпера- 
турахъ электропроводность таза зависитъ только отъ размфровъ и сте- 
пени пористости отрицательнаго электрода, но эта зависимость элек- 
тропроводности оть пористости отрицательнато электрода быстро унич- 
тожается при уменьшен!и температуры газа. Такъ, зъ пламени бунзе- 
новской горзлки замЪна жел$знаго отрицательнаго электрода уголь- 
нымъ увеличиваетъь электропроводность въ сотни разъ; если же газъ 
заключенъ въ трубкЪ, нагрЪтой до 800°, то та же замЪна увеличива- 
етъ электропроводность въ 3—4 раза. Ту же разницу можно наблю- 
дать и въ газовой горЪлкЪ, если только ввести электроды въ менЪе 
нагрЗтыя части пламени. 


2. Законъ Ома оказывается непримВнимымъ для нагрфтыхъ га- 
зовъ, если измЪнять электровозбулительную силу тока, не измВняя 
прочихъ услоый опыта: сила тока возрастаеть быстрЗе электровоз- 
будительной силы, иными словами съ увеличен!емъ электровозбуди- 
тельной силы сопротивлен!е уменьшается. ‘Только при опытахъ  надъ 
пламенемъ съ угольными электродами законъ Ома оказывается прибли- 
зительно взрнымъ для электровозбудительныхъь силъ отъ 0,1 до 50 
вОлЛЬтЪ. | 

3. При прочихъ равныхъ условяхъ сила тока обратно пропорщ- 
ональна разстояншо между электродами, если это послЪднее не меньше 
2 шш; при меньшихъ Ня она увеличивается меньше, чЪмъ 
слЪдуетъ. 

4. Зависимость отъ температуры выражается такъ. При 600° га- 
зы становятся проводниками для токовъ, уловимыхь примнявшимися 
приборами. При 800° сила тока увеличивается на нЪсколько сотыхъ 
‚ вольта; при дальнфйшемъ возрастанйи температуры она увеличивается 
все медленнфе и медленн$е. 

5. Отъ природы газа описанныя явлен1я повидимому не зависятъ, 
_@сли только газъ не дЪйствуетъ химически на электроды. 

6. Съ уменьшенемъ давлешя электропроводность горячаго газа 
увеличивается. Опыты не производились при давлешяхъ, меньшихъ 
5 шт ртутнаго столба. 


Вс$ эти результаты наводятъ на мысль, что электропроводность 
тазовъ, раскаленныхь въ пламени или нагрзтыхъ до высокой В 
ратуры въ закрытомъ сосудЪ, обусловливается конвекц1оннымъ перенс 
сомъ’ электричества. Газовыя частицы, заряжающйяея и 
электричествомъ, повидимому мене подвержены частичной дисбощащи 
и распадаются на 1оны при сравнительно высокой темпера ур%. При. 
повышении температуры диссощащя увеличивается, поэтому должна 
увеличиваться и проводимость. Пористость отрицательвато электрода, 
обусловливаетъ лучнИй контактъ, т. е. тоже И. 
газа. , 50% ‚Вас, 


Уничтожен1е ползучихъ солей въ Ни — ИзвЪетно, что 
ползуч1я соли въ гальваническихъ элементахъ причиняютъ массу хло- 
потъ. Чтобы воспрепятетвовать ихъ образован1ю, обыкновенно покры- 
ваютъ верхнюю часть сосудовъ слоемъ параффина. Но обращене съ 
параффиномъ нЪсколько неудобно, такъ какъ его надо плавить. Гораздо 
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удобнЪе въ этомъ отношен!и составь Каммермана, который готовится 
изъ 10 частей по вфсу бФлаго вазелина и 1 ч. лучшаго минеральнаго 
воска (церезина). Тшательно вымывъ и высушивъ сосудъ элемента, по- 
крывають его этимъ составомъ внутри—оть верха до высоты на 3—4 
сш ниже нормальнаго уровня жидкости, и снаружи— на 1 ем отъ вер- 
ха при помощи сухой и чистой тряпки. Если зат$мъ осторожно налить 
жидкость, не расплескивая ее по ст$нкамъ, то элементъь можеть оста- 
ваться 7 м$сяцевъ, не требуя чистки („Электр.“). 
Щ. 


Мухи видятъ лучи Рёнтгена: — 0. Ахепе доказываетъ это’ 
сл$дующимъ опытомь. Два непроницаемыхъ для свЪта ящика, одинъ 
изъ дерева, другой изъ свинца, соединяются другъ съ другомъ при по- 
мощи тоже непроницаемой для свЪта горизонтальной боковой трубки. 
Въ эти ящики пом фщаютея обыкновенныя комнатныя мухи. Если пе- 
реворотить приборъ, то особая подъемная дверца прекращаетъ сообще- 
не между ящиками, такъ что, снявъ крышки съ обоихъ ящиковъ, 
можно сосчитать мухъ отдфльно въ деревяномъ и свинцовомъ ящик$. 
Легкая газовая сЪЗтка мЪшаеть имъ при этомъ улетЪть изъ прибора. 
Если снять крышку съ одного изъ ящиковъ и такимъ образомъ осв$- 
тить его внутри, то мухи перебираются изъ темнаго ящика въ св$т- 
лый, особенно если встряхивать приборъ. Если оба ящика | закрыты, 
то встряхиван!е не вызываетъ переселенля мухъ. Если перегнать всЪхъ 
мухъ въ свинцовый ящикь и зат$мъ, закрывъ оба ящика и освЪтивъ 
приборъ х-лучами, ветряхивать его, то уже черезь 4—5 минуть боль- 
шая часть мухъ перекочевываетъ въ деревяный, т. е. въ проницаемый 
для лучей Рёнтгена ящикъ. Если же мухи первоначально сидФли въ 
деревяномъ ящик%, то освзщен1е лучами Рёнтгена не вызываеть ихъ 
переселеня: он остаются на своемъ м$стЪ. (Сета. Е. Рвуз1о1. Х, 486). 


Е. Е. 





ЗАДАЧИ. 


№ 415. Обозначая черезъ 1, №, жид, 6, с высоты и стороны 
треугольника АБС, показать, что 
ку 


ыь № [- Е о: + 


__ беса 4 ебу 
вы ВР = орг © 
тлф В есть радусъ круга АВС. Г. 
(Заимств.) Д. Е. (Иваново-Вознесенскъ). 





ке 


№ 416. Найти три числа, составляющихъ геометрическую прогрес- 
‘сю, если извЪетно, что отъ прибавления 8-ти ко’второму члену про- 
тгресйя превращается въ ариеметическую, а если еще прибавить 64 
къ третьему члену, то прогреселя снова становится геометрической. 


(Заимств.) Я. Полушкинь (с. Знаменка), 
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№ 417. Построить треугольникъ по основан1ю, биссектрисЪ угла, 
прилежащаго къ основан!ю, и углу, противолежащему основан!ю. 


Студенть СПБ. Университета. 


№ 418. На. продолжени стороны АВ даннаго треугольника АВС 
отложенъ отр$зокь ВО = АВ и точка Ш соединена съ точкой Е, дЪ- 
лящей сторону АС въ отношении 1:(в— 1). Пусть ОЕ пересЗкаетъь 
сторону СВ вь точкЁ Е. Опред$лить отношене ЕЕ: ЕО. 


Л. Маазаникъ (Бердичевъ). 


№ 419. Даны двЪ точки А и Ви прямая Г,М; требуется на этой 
посл$дней найти точку С такъ, чтобы прямыя АС и ВС составили съ 
прямой ЁМ углы, имвюще данную разность. 


3. Колтовскай (Харьковъ). 


№ 420. Черезъ точку А, лежащую на биссекторз угла ХОУ, 
провести прямую ВС такъ, чтобы она дфлилась въ точкЪ А въ край- 
немъ и среднемъ отношен!и и чтобы отр'’ззокь АВ быль больший. 


П. Овъишиниковь (Уральскъ). 


РЬШЕН1Я ЗАДАЧЪ. 


№ 159 (2 сер.). — Доказать построешемъ, что сумма трехъ среднихъ 
` пропорщюнальныхъ между сходственными сторонами двухъ подобныхъ 





© 
$ СР 








Фиг. 1. 


треугольниковъ равна средней пропорщональной же. перимет- 
рами, т. е. что - 





Уаа’ | УБЫ - Усс' = Иа РУ в) 

при услов!и : 
а Ь 
ан 


| 


[Я 
иг: 
С 
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Пусть АВС и А'ВС'’ (фиг. 1) два подобныхъ треугольника, сходствен- 
ныя стороны которыхъ суть: АВ=Сси АВ=с, ВО=а и ВСО’=а, 
АС=Ьи А'0'=Ы. 

На продолжен!и стороны С отложимъ съ одной стороны СЕ=СВ, 
а съ другой Ар= АВ; прямая ОЕ представляеть периметръь тре- 
угольника АВС. Такимъ же образомъ построимь прямую Г’Е, пред- 
ставляющую периметръ треугольника ВС’, и построимъ среднюю про- 
порцюнальную между ДЕ и О'Е'.. Опишемъ для этого на ДЕ, какъ 
на дламетрф, полуокружность и, отложивь ОФ = О’Е', возставимъь къ 
РЕ перпендикуляръ @Ё до пересВчен!я съ окружностью въ точк® Ё 
и соединимъ наконецъ, Ё съ Ди В Прямая ОГ есть средняя про- 
порщюнальная между ДЕ и ДОС, т. е. между периметрами треуголь- 
никовъ АВС и А4'ВС'. РаздЪлимъ теперь ОС на три части ДН, НУ и «ТС, 
соотвЪтственно равныя 10’.4', А’С’и С'Е’, т.е. сторонамъ треугольника 
А’'ВС', и изъ точекъ Ни 4 возставимъь къ ДЕ перпендикуляры НК и 
«Г. Покажемъ, что отрЗзки ДК, КГ и Г.Е, на которыя раздлилась 
прямая ОЕ, суть средн!я пропорцюнальныя между сходственными сто- 
ронами данныхъ треугольниковъ. Соединимъь для этого 4 сь Ки 
0 съ Г. 

Изъ параллельности прямыхъ КИ, Г и ЕС вытекаеть: 


БН. Нл_ 95а 
БЕ КГ ВР 





ИЛИ 


7 И ВС’ 


РЕ ЖЕ. 


Раздфливъ соотвЪтственно эти равенства на данныя: 


А’В _АС'_ ВС 
ИВ АО. 





получимъ 
АВА ве 
к КГ ТЕ 
или «У 
РА _ АС _ СЕ о. 
ОЕ к 1 69” 
откуда видно, что прямыя АК и ОР параллельны ВР, 8 гому пер- 
пендикулярны къ ОЕ. \- 
Такимъ образомъ 50° ` 
< < р 


РК= И, КГ = У, ГЕ=У р 





рЕ= Уаа' + У - Усе = У оа-Ри- о. 


А. Байковь (Москва). 
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№ 147 (3 сер.) Сто монетъ, соетоящихъ изъ франковъ, марокъ и 
гульденовъ, по курсу разм$наяли на русск я деньги, причемъ было по- 
лучено 56 р. 25 к. Сколько было франковъ, марокъ и гульденовъ, если 
известно, что гульденовь было ‘на 8 штукъ больше, чЪмъ марокъ и 
что по курсу франкъ стоить 3715 к., марка 45 к., а гульдень 75 к. 

Отнимая 8 гульденовъ, стоившихъ 6 руб., отъ общаго числа мо- 
нетъ получимъ 92 монеты стовмостью въ 50 р. 25 к., среди которыхъ. 
марокъ и гульденовъ было поровну. Если мы примемъ, что марки и 


гульдены зам$нены другой монетой средней стоимости въ 60 кои., то: 


‚ тогда будемъ имфть, что сумма въ 50 р. 25 коп. составлена изъ 92 
монетъ въ 60 коп. и 371, к. Опред$лить теперь количество тЪхь и 
другихъ монеть не представляется трудвымъ. Такимь образомъ найдемъ, 
что гульденовъ было 43, марокъ 35, франковъ 22. 

Г. Левиковь (Тамбовъ); Уч. Клево-Печ. чимн. Л. и Р.; А. Бачинекй (Холмъ); 


А. Шантырь (СПБ.); И. Вафковскй, Н. Еузнецовь и ТУ. М№., А. Павлымевь (Иваново- 
Вознесенскъ). 


№ 157 (3 сер.) —- Въ двумъ касающимся кругамъ проведены внзш- 
ня касательныя АД и ВС (Аи В точки касаня на одномъ изъ кру- 


говъ, Си Д — на другомъ). Показать, что въ четныреугольникъ АВСР’ 


можно вписать Еругъ, 
Опустивъ изъ точки касан1я круговъ М перпендикуляры на сто- 


роны четыреугольника и соединивъ ее съ вершинами четыреугольника. 


мы изъ полученныхъ треугольниковъ легко докажемъ равенетво всЪхЬЪ. 
` перпендикуляровъ. 


П. Въловь (с. Знаменка); Г, (Тамбовъ); 9. Заторски, И. Барковска (Могил. 


губ.); Я. Соколовъ (Курскъ); М. Зиминъ (Орелъ); П. Хльбниковь (Тула); А. Дмиту- 


евскай (Цивильскъ); А. Бачинский (Холмъ); А. Шантырь, М. фонъ-Цилеръ (СПБ.); 
Уч. Клево-Печ. чимн. Л. и Р.; И. Никольск (Очаковъ). 





Поправки 
кь стать: „Элементарная теорля Эллинса“. 
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